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1. Der Rand besteht aus Strecken -4, 7, und «5 mit Orientierungen wie auf dem Bild.

0/ Folglich

miissen wir keine Parametrisierung finden und es gilt

Auf der Strecke ~, ist y = 0 und deswegen F' = <O>

F.ds=0.
2 ")/1

Die zweite Strecke konnen wir parametrisieren wie folgt:

— v, 1 0,2] = R, 72(15):(1)-

Fen) = (5) w500 = ()
Somit

72F-ds:/02<F(72(t)),'y’2(t)) dt:/02<(tt3),((1)>> dt:/02t3 dt — E]::LL

Die einfachste Parametrisierung fiir den dritten Teil ist

Dann ist

B0 2 70 = (4

Allerdings ergibt sie die falsche Orientierung, was wir bei dem Vorzeichen beriicksichtigen
miissen. Es gilt

F(35(t) = (t;'éi)g) - (gg) und - Y5(t) = G) .
Folglich st

1 2 1 3 671
o 2t 1 o 9 5 _ 2t 16¢ __E
[rase () (8)) e [ [ 1900
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Also ist

1
F.ds= F -ds+ F -ds+ F-ds=0+4——oz

oD o v, v, 3

Wl N
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Nach dem Satz von Green ist dieses Kurvenintegral gleich dem Integral der Funktion
I Fs(z,y) — OaFi(z,y) = 2y’ —

iiber D. In der Tat ist

1 2
/(81F2 — 0oFy) de dy = / / (2zy° — 1) dy dx
D o Jo
1 4 2x

Yy
= 20— — xy} dx
/o { 4 0

1
= / (82° — 22?) dx
0

2. Die angegebene Fléche ist der Teil der Oberfliche einer Kugel mit Radius r = 5, die in
einer Hohe h = 4 abgeschnitten wurde.

Fiir die Parametrisierung kénnen wir Kugelkoordinaten ¢ und ¢ mit festem r = 5 ver-
wenden:

5sin # cos
®(0,p) = | bsinfsing
5cosf

Welche Paare (0, ¢) bestimmen Punkte auf dieser Kugelkappe? 6 ist der Winkel zwischen
der z-Achse und dem Ortsvektor, also ist am grofiten auf der roten Linie, die die Schnitt-
menge der Sphire und der Ebene bezeichnet. Dort ist cosf = %, bzw. 6§ = arccos %. Zu
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jedem 0 gehort eine Kreislinie, also ¢ € (0,27). Wir berechnen die Tangentialvektoren

5 cosfcos p —5sinfsin
Op®(0,0) = | Hcoslsing |, 0,®(0,p) = | Hsinfcosy
—5sind 0

(a) In der Vorlesung wurden die Griossen E| F, G fiir das Oberflichenintegral eingefiihrt
und im Falle einer Kugel berechnet. Es ist:

E(97 90) = <69(I)(97 90)7 (99‘1’(9> 90)> = 25,
F(97 90) = <69(I)(97 90)7 asoq)(eﬁ 90)> =0,
G0, p) = <8¢'1>(9,<,0),8¢<I>(9,90)> = 25sin% 4.

Der Fliacheninhalt ist dann

4 4
arccos 5 2 arccos 5

S — / / VEG — F2 dy df = 21 / 25sin df = 507[— cos 012 = 10r.
0 0

0

(b) Wir berechnen zunichst das Vektorprodukt

0+ 25sin#sinf cos
Op®(0,0) x 0,8(0,¢) = 25 sin? f sin ¢ — 0
25 cos 0 cos ¢ sin 0 cos ¢ + 25 cos 0 sin @ sin 6 sin ¢
25sin f sin 6 cos ¢ 5sinf cos ¢
= 25sin? @ sin = 5sinf | 5sinfsingp
25 cos 0 sin §(cos? ¢ + sin? p) 5cosf

Bis auf den Vorfaktor entspricht das dem Vektor (z,y, 2)”, was anschaulich bei der
Kugel die richtige Normale ist. Wir bemerken noch, dass die letzte Komponente
positiv ist, also berechnen wir den Fluss von unten nach oben. Weiter ist

OF3 _ 0F
e _ o Y
— 1 3 —
ot F=|51—-5.2| = rot F(z,y,z) = | =
9k OF 1
o0z Oz

Wir wollen den Fluss dieses Vektorfeldes durch die Flache M berechen.
Mit a(z,y,2)" - (—y,2,1)T = az, a € R und sin?# = 1 — cos? 0, gilt:

arccos4/5 27

/rotF -dS = / /<r0t F(®(0,0)),00®(0, ) x 8¢<I>(9,4p)> dp df

arccos4/5 27 arccos4/5

= / /25Sin9008¢9 de db = / 21 - 25sinf cosf db
0o 0 0
= 507 [—1/2 cos? 015 Y° = 25m(1 — (4/5)%) = 9.
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Mit dem Satz von Stokes gilt andererseits:

/rotF-dS:/F~ds,

M oM

wobei auf der rechten Seite das Kurvenintegral steht und M in unserem Fall die
rote Linie, d. h. der Kreis mit Radius " = v/5? — 42 = 3 ist. Als Parametrisierung

wahlen wir
3cos ¢
~(p) = | 3sinyp mit ¢ € (0, 2m).
4
Die Orientierung ist positiv beziiglich der gewahlten Orientierung von M. Dann ist
—3sinp 0 0
Y (¢) = | 3cosp und  F(v(p)) = 3cos = | 3cosp
0 —2(3cosp)? — $(3sinp)? —2
Damit ist
2 2
/F-ds = /(F(’YUP))KY'((P)) dp = /9008290 dg
oM 0 0

=9[2 (¢ +sinpcosp)lg" =91 .27 =9r.

3. Es handelt sich um den Mantel des Kegels mit Grundfliche auf der xy-Ebene, mit 2-
Achse als Symmetrieachse und mit Radius und Hohe 1. Wir parametrisieren den Kegel
mit ¢ und z. In der Hohe 2 haben wir einen Kreis mit Radius 1 — z.

Also
(1 —2)cosyp
P(p,2) = (1—2)sing
z
oder
= (1—2)cosgp
= (1—2)sing
z = z
Dann ist
—(1=2)sing —cosp
0,@(p,2)=| (L—2)cose |, 0.P(p,z)= | —sing
0 1
und
—(1—2)sing —Cos p (1 —2)cosy
0,®(p,2) X 0,®(p,2) = | (1—2)cose | x | —sing | = | (1 —2)singp

0 1 1—=2
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Wir bemerken, dass dieser Normalvektor als obere Seite die dufere Seite bestimmt. Der
Fluss durch M ist nach der Definition gleich

/MF -dS = /01 /027T <F(<I>(go,z)),8¢<b(g0,z) x 0, P (¢, z)> dp dz.

Aus
(F(@(p,2)).0,8(p,2) x 0.8(5,2))
(1 —2)cosy (1 —2)cosy
= < (1 —2z)sing | (1—2)singp >
22((1 —2)cosp + 1) 1—2
= (1 —2)%cos® o+ (1 —2)?sin® o + 2%(1 — 2)*cos p + 2%(1 — 2)
= (1 —-2)*+2%(1 — 2)%cosp + 2*(1 — 2)
= 1-22+4+222— 23+ 221 —2)%cosp
folgt:

1 2m
/F-dS = // (1—22—}-222—23—}—22(1—2)2008@) dp dz
M o Jo
1

2

= / [(1—22—1—2,22—23)g0+z2(1—z)28ing0} dz
0 0

1
= / 2m(1 — 22 +22% — 2%) dz
0

2.3 A1
= 92 2y 2
7T|:Z 25+ 3 4}0
B 57
= <

Jetzt bestimmen wir diesen Wert noch mit dem Satz von Gaufs. Bezeichne K den ent-
sprechenden (vollen) Kegel. Zuerst bemerken wir, dass der Rand von K aus dem Mantel
M und der Grundflache GG besteht. Nach dem Satz von Gauf ist

/(diVF)dV: F-dS:/F-dS—i—/F-dS.
K K M a

Auf der Grundfliache ist die dufsere Einheitsnormale n = —e3. Da z = 0 fiir alle Punkte
aus G gilt, ist (F,n) = —F3; = 0. Also

/F-dS:(J
G

/ F.-dS = / (div F)(x,y, z) dx dy d=z.
M K

und

Der Integrand ist
divF(z,y,z) =14+ 14 2z(x+1).
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Wir werden die zylindrischen Koordinaten verwenden. Die Jacobi-Determinante fiir den
Wechsel zu den zylindrischen Koordinaten haben wir bereits in der Vorlesung berechnet:

ow,y,2)|
or,p,2)|

Mégliche z sind aus [0, 1]. Auf der Héhe z haben wir einen Kreis mit Radius 1 — 2, also

1 pl-z por
/(divF)dV = // / 2(1+ z(rcosp+1)) r do dr dz
" 1-z
= // 204+ 2)-2n rdrdz
1-z
_ / [27r(1+z) 2] dz
0

1
= 27r/ 1+2)(1—2)*dz
0

1
T (1—2z—2*+2%dz

Z Z 241
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